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XIII-3. 


Consideriamo l'inclusione differenziale 


arlartle Pastoatii sean ta i 

dove w è una variabile casuale e F una assegnata multifunzione a valori in uno 
spazio di Banach. Per Fa valori convessi sono noti vari risultati di esistenza 
sia in R" [9], [10], [11] che negli spazi di Banach separabili [4], [10], [11]. 
Per F a valori in R" » Non necessariamente convessi, sono noti risultati di esisten 
za per F lipschitziana nella variabile x [9] oppure per F continua în (t,x) [6]. 
Qui ci proponiamo di ottenere un teorema di esistenza per F a valori non necessa 
riamente convessi in uno spazio di Banach separabile. Questo costituisce una "e- 
stensione probabilistica" di un teorema di esistenza per inclusioni differenzia- 
li ordinarie dovuto a Tolstonogov e Finoghenko [12], ottenuta utilizzando un teo 
rema di esistenza di selezioni di tipo Caratheodory dovuto a Artstein-Prikry 
[1] e un teorema di esistenza di selezioni continue dovuto a Bressan- Colombo 
[3]. 


Indichiamo con (£.u) uno spazio metrico 9 completo e separabile con 
una misura u finita e completa definita su una o-algebra 47 contenente 1a o-aÌ- 


gebra (9) di Borel e tale che per ogni AE riesca 
u (A) = sup{u(K)|A > K compatto). 


Indichiamo con T l'intervallo limitato [0,L] di Re con £ la o-algebra dei sot- 
toinsiemi di T misurabili secondo Lebesgue. 

Indichiamo con (X,|-|) uno spazio di Banach separabile, con S la sfe 
ra {x € X| |x[s1}, e indichiamo con C(T,.X) e ir, X) rispettivamente lo spazio 
delle funzioni continue da T a X e lo spazio delle (classi di) funzioni sommabili 
secondo Bochner da T a X, ciascuno con la propria norma naturale, rispetto alla 


quale è uno spazio di Banach separabile. Indichiamo con A Ja chiusura dell'insie 
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me A e con d(x,A) la sua distanza dal punto x. Useremo lo stesso simbolo per in- 


dicare sia una multifunzione che il suo grafico. 


Siano date la funzione 


misurabile e la funzione 
g:iaxT+ [0,t0[ 
© £ misurabile e tale che 
o<g, (1) ui glust)dt {© , WWE, 


ove 4@Lrappresenta la o-algebra generata da {AxB|Ac.A, BEL}. 


Sia 
D= {(w,t,x) e AxTxX| Deex (00) | < 9,09) 
e sia data la multifunzione 


D3(w,t,x) + F(w,t,x) # A compatto C g(w,t)SCX 


verificante le seguenti condizioni 


(H1) F(-,-,x) è 4@L misurabile per ogni x; 
(H2) F(w,t,-) è continua per ogni we t; 
(H3) per ogni insieme limitato CCX tale che {(w,t})}xCcD si ha 


h[F(w,t,C)] £ X (t,h(C)) 


w 
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Ricordiamo che una multifunzione G si dice misurabile se 


E (0) = ts eblao a 


Di 


misurabile per ogni aperto 0, si dice inferiormente semicontinua se 6" (apertoi 


aperto, si dice superiormente semicontinua se e (chiuso) = chiuso, si dice 
continua se G è contemporaneamente inferiormente e superiormente semicontinua. 
Per una trattazione sistematica di queste proprietà rimandiamo a [2] e [4]. 

In (H3) abbiamo indicato con h(C) la misura dî non compattezza di C 
secondo Hausdorff e con x una funzione di Kamke, ossia 
Tx[0,t°0[3(t,r) + x (tor) € [0,t0[, WE, 
x,,(t:0) = 0 per teT, 
x(t3°) continua per quasi ogni t, 
xl») misurabile per ogni r, 
per ogni R>0 esiste IR sommabile tale che 


x (tr) S 9p(t) per OsrsR, 


l'unica funzione assolutamente continua f:T>[0,+©[ che verifica le 


condizioni 
i 

f(t') < f(t) +f x,,(5»f(s))ds per Ostst'< L, f(0)=0 
t 


è data da f(t) = 0 per ter. 


Un esempio di funzione % è dato da 
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x tar) = g, (t)r 


con 059, sommabile. 


DO TEOREMA. Sotto le ipotesi (H1), (H2), (H3) esistono la funzione misu- 
rabile 


vid + LET,X) 
e l'insieme misurabile ce Q tali che u(9,) = 0 e, posto 


np 
sfata +f vu) (s)ds, (ut) e Rx T, 
0 


la funzione 
23 + X (w,t) 


è misurabile per ogni tET e per wENA, si ha 


v(w)(t) EF(wstax(w»t)) 9 = Gud. 
Se UCC(T,X) e ACX, poniamo (cfr. [12], [5]) 
U(t) = {u(t)|ue U}, 


F(w,t,A) = U F(witsX); 
xe A 


t 
Hw,U) = {Tat + x (0) +/ ulstus ue LET), 
(0) 


uls)e co F(w,s,U(5)) è s-9.d.}, 
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ove coA indica l'involucro convesso chiuso dell'insieme A. 


La dimostrazione del Teorema si fonda sulle proposizioni e sui lemmi 


che seguono. 


Proposizione 1. Per ogni we 9 poniamo 


t 
v(0) = {T3 tax, (0) +f u(s)dslueL'(T,X),|u(s)|sglw,s), s-q.d.}, 
O 


U (w) = V (w), 
n+1 (0) = I(w,U_(w)) » n2=0. 
Supponiamo che F verifichi le condizioni (H1), (H2), (H3). Allora si ha per nz0 
a) 0# Un41 (0) CU, (41) equicontinuo e limitato in C(T,X); 
b) posto, per wea, 
ho(t) = hIU (o)(t}] , ter, 
si ha 
t 
ho +1 lt") £ hr4+1 (È) *f x,,(5sh_(5))ds per test'; 
c) D# U(w) = O U (w) = compatto in C(T,X); 


n 


I(w,V(w)) CV(w)CU(w); 
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Î e) la multifunzione 2234 + V(w) è misurabile. 


Dall'ipotesi (H1) segue ([4], Theor. 111.9) che per ogni x,yEX è 


misurabile la funzione 
axTa (w,t) + d(y,F(wt,x)) ER. 
E' noto che di qui segue la misurabilità per ogni w,X,y della funzione 
Tat + d(y,F(w,t,x)) 
e quindi ([4), Theor. III.9) la £ misurabilità per ogni w,x della multifunzione 
T3t > F(w,t,x). 
Di qui e da (H2) segue che per ogni we sono verificate le ipotesi della Propo- 
sizione 5 di [5] da F(w,-,-) (cfr. anche [12], Lemma 1.3, 1.4, Theor. 3.1). 
La dimostrazione della Proposizione 5 di [5] continua a valere, con ovvie modifi- 
che, anche con la funzione I(w,U) qui considerata (che differisce dalla preceden 
te per la sostituzione di U(s) con U(s)). Pertanto valgono senz'altro le afferma- 
zioni a)-d). 
Per provare l'affermazione c) premettiamo alcuni Lemmi. 
Lemma 1. Siano Y, Z spazi metrici completi separabili e sia 
23w + K(w) # @ chiuso in Y 


misurabile, 


axY3(w.y) + H(w,y) # 9 limitato CZ 
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| misurabile rispetto a w e semicontinua rispetto a y e alla distanza di Hausdorff 


sui sottoinsiemi limitati di Z. Posto 


L(w) = H(w, K(w)) > U H(w.y), 


| yEK(w) 
| si ha 

I i) H è (Y) misurabile; 
ii) L è misurabile. 


Osservazione. E' noto che se i valori H(w,y) sono compatti la conti- 
nuità rispetto alla distanza di Hausdorff è equivalente alla continuità definita 
all'inizio (cfr. [2]). 


Per provare i) seguiamo [11], Theor. 3.3., ponendo 


h(A,B) = max{ sup d(a,B), sup d(b,A)}. 
aeA bEB 


Si ha per ogni zEZ e, y, y'EY 


|d(z,H(wsy')) S d(z.H(w.y))| s hIH(w.y'), H(wy)] 


D 


quindi la funzione 


Ydy > d(z.H(wsy)) 


è continua. Per ipotesi la funzione 


23 + d(z,H(w,y)) 


è misurabile e quindi ([4], Lemma III.14) la funzione 
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Qx Y3(w,y) + d(z,H(w,y)) 


è L@PB(Y) misurabile. Allora ([4], dimostrazione del Theor. III.9) anche H è 
4 RB(Y) misurabile. 
Per provare ii) osserviamo che per ogni aperto 0 in Z si ha 


«il 


L"3(0) = {we e|0mH(w,K(0)) # 9} = a (KON 


0)), 


1 


con m_(0sy) =weke 4@R(Y) ((4], Propos. III.13) e H (0)e #2 (Y) per 


quanto provato sopra. Ne segue ([4], Theor. 111.23) che LA (0) € .d/ e quindi che 
L è misurabile. 


Lemma 2. Data la multifunzione /©£ misurabile 


QT3 (vt) > G(w,t) # 9 chiusocg(w,t)S 


i e posto 
Hp(u) = tuetU(T,X)|u(t) e Glu,t), t-q.d.} , wea, 
t 
Igl0) = tTat+ x (0) +] u(s)ds|ueHx(u)}, we 9, 


si ha Hg(6) # 9 chiuso per ogni we Hg € Ig sono misurabili. 


I OREGEDISÌ 


Siccome G(w,t) è chiuso, anche Hg (1) è chiuso (cfr. [5], Teorema 2). 
Dall'ipotesi di misurabilità per G segue che per ogni we 2 è misurabile la fun- 
zione 


Tat > Glw,t) 7 f chiusocglw,t)SCX 


e quindi esiste ([4], Theor. 111.8) una selezione misurabile 


TIt + ult) EG(w,t) 


per la quale si ha 


lutt)[dt <| g(u,t)dt = g (0) < è. 
sese af sin 


Dunque ue Hg (0). 
Si ha (cfr. [8], [9], [10]) 


(wu) € Ho <= d(ult), G(w,t)) = 0, t-q.d. 
La funzione 
(wst) > d(x,G(wt)) 
è ZL misurabile per ogni xe X, mentre la funzione 
X > d(x,G(w,t)) 
è continua e la funzione 
(ost) > ult) 
è AL mbeciabità. Ne segue che la funzione 


(ust) > d(u(t), G(w.t)) 


è 4 £ misurabile. Allora si ha anche 


(wu) eHK y(w.u) = fatato), G(w.t))dt = 0 
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e la funzione y(-,u) è misurabile su 9. Proviamo che y{w,-) è continua. Si ha in- 


fatti 


Ix(wsu) - y(wv)] sf latutt), G(w,t)) - d(v(t), G(w,t))]dt s 
T 


< il ult) - v(t)|dt. 
T 


Dunque y è st B(1.(T,X)) misurabile ([4], Lemma III.14) e quindi 


Ho > vito) est®&(11(7,3)) 
Siccome i valori di Ha sono chiusi non vuoti, di qui segue ([4], Theor. 111.30) che 
H, è misurabile. 


G 
Ora poniamo 


iù 1 
riau)ltà = a_l0) + f uledde; wet WELT, ter. 
(e) 


Allora si ha f(w.u) EC(T,X), 
| f(0su)-F(0,v), CATO s lu-v, LUT,0)1 


e quindi f(w,-) è continua. Inoltre f(-,u) è misurabile e quindi la misurabilità 
di IG si ottiene dal Lemma 1 con 


L(w) = f(w,H(0)) = Ig(u) 


G 


Lemma 3. Sia A convesso non vuoto nello spazio normato Y e sia Yo A. 


| Allora esiste fo! + R lineare e continuo tale che 
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re d(y_*A) > 0. 


Posto 


SY) = yETI Iyeyol <> 


si ha Spy) NA = # e quindi i convessi A e Sho) sono separati da un funzionale 


lineare e continuo ff > R non nullo. Allora si ha per ogni ye Si) e ae 
0) < #7 (a) 

e quindi, se |u| < 1 e |î_] = 1, 
fera) < fa)» 
Piu) < fav) sf lay = lay» 


r=r sup f (u)s inf f (ay) s inf lay] => 
|u|sl aeA ae A 


come desiderato. 


Lemma 4. Sia (9Q,4u) uno spazio misurato, sia X uno spazio di Banach 
S 


eparabile e sia 
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Q3w > Tlw) #9 in X 


misurabile. Allora sono misurabili anche le multifunzioni 


f50 + Tu), 50 + cor) 


Si ha per ogni xcX, x é cor(w) 


| 
| 
| 
i 


d(x,cor(w)) = d(x,cor(u)) = inf — f,(y-x) 
ye cor(w) 
conf, iX> R lineare continuo, If = 1. Si ha poi 
inf f_(y-x) = inf f_(yx) = inf f, (92%) 
yecor(w) yeTr(u) yeTlu) 


Siccome la funzione w + T(w) è misurabile a valori non vuoti e chiusi, esiste una 


successione di funzioni misurabili On tali che 


Ne segue 


inf f_(y-x) = inf f_(op(w)-x) 
yE r(w) 


e quindi che le funzioni 
w+ d(x,c0 F(w)), w+ d(x,cor(w)) 


sono misurabili per ogni x € X (sono nulle per xe co lw)). Questo conclude la di- 


mostrazione ([4], dimostrazione del Theor. 111.9). 
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Lemma 5. La multifunzione 2354 + Vol) è misurabile. 


Per la dimostrazione basta applicare il Lemma 2 alla multifunzione 
MT 3 (w,t) > Glu,t) = glu,t)s, 


dopo aver provato che G è S® £L misurabile. Per 1a separabilità di XS, esiste 


una successione Nan + SE S tale che 
Sa {sp |neN} 
e quindi si ha, per ogni xE X, 
d(x,G(w.t)) = inf Ix-g(w,t)s, l- 
nz1 
Dalla misurabilità di g segue la misurabilità di 


QxT3 (w.t) > d(x,G(w,t)) 


e di qui la misurabilità di G, dato che i valori di G sono chiusi (cfr. [4], Theor. 
111.9). 


Lemma 6. Le multifunzioni UU» sono misurabili, per n>0. 

Per provare la misurabilità di LA ragioniamo per induzione su n. La mi 
surabilità di Ù segue dalla misurabilità di Vo: Infatti si ha per ogni aperto 
OCC(T.X) 


(cui 

oi 

(co) 

— 
I 


= {weg]Y (v)N0 # 0} = 


Wwe nly.(u)n0 # 9} = Yt(0). 


Analogamente la misurabilità di U ki segue dalla misurabilità di e e di 
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230 + I(w,U (0) = Va (o). 


La misurabilità di LA si ottiene dal Lemma 2 dopo aver provato che è AL misura- 


bile la funzione 

QxTalw,t) > G(w,t) = co F(w3t,U_(w)(t)). 
La funzione 

Tat > U(0)(8) 


continua rispetto alla distanza di Hausdorff ([12], [5]) e la funzione 


(07) 


Q239wW- U (0) (8) 


è misurabile. Infatti per ipotesi i è misurabile e 


Siccome n, è continua, si può applicare il Lemma 1 con H(wsu) = my (u) e K(w)=U,_ (w) 
e ottenere L(w) = U (w)(t). 

Ora possiamo applicare di nuovo j1 Lemma 1 con H(w.t) = U (0) (8) Cc 
(e uz(0) (1) C go (0)S e ottenere che H è #® # (T) misurabile e quindi anche s/® £ 
misurabile. Procedendo come per Uo? di qui segue che è A@£ misurabile anche la 


funzione 
(wt) >> U (0) (t). 
Dal Lemma 1 e relativa osservazione segue la dOL misurabilità della funzione 


(ot) > F(wsts U_(w)(t)). 
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Dal Lemma 4, con 9 sostituito da axT e 2 sostituito da H®£, segue la misurabi- 
lità di 


(wt) == G(w.t) 
e pertanto il Lemma 6 è provato. 

Ora possiamo completare la dimostrazione della Proposizione 1. Sicco- 
me tutte le U, sono misurabili a valori chiusi in C(T,X), si ha 

UE YeB(C(T,X)) , n=0, 
e di qui segue ([4], Theor. III.40) 

U E #®B(C(T,X)) 
e quindi ([4], Theor. III.30) U è misurabile. Di qui, ragionando come nella dimo- 
strazione del Lemma 6, segue che anche V è misurabile e questo conclude 1a dimostra 


zione della Proposizione 1. 


Per applicare i risultati di [1] poniamo per ogni (w.t,x) e AxTxX e 
(wu) EA x C(T,X) 


se Peex (0) | < gl)» 


x 
x(wsx) © Pasi xx (w) 
la (w 


(0) 


0l0)+ 9 (0) Tex (7 se xx (0) | > gpl)» 


G(wst,x) 5 F(wst,x(w,x)) , 


K(u,u) = veL'(T,x)|v(t)e Glwstsu(t)), t-q.d.3. 
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La funzione y(w,-) è continua e (w.t) > x(w,x) è misurabile, quindi 


G(w,t,-) è continua e G(-,-,x) è d/@ £ misurabile. Si ha anche 
G(w,t,x) Cg(w,t)S 


per ogni w,t,x e allora segue dal Teorema 2 di [5], oppure da [7], che K(w,u) è 


non vuoto, chiuso e decomponibiie. 


Proposizione 2. Per ogni e >0 esiste un compatto E 2 tale che 


u(9\C_) <e e K è inferiormente semicontinua su Cc, x C(T,X). 


Fissiamo eeLh(T,%) numerabile e denso. Siccome si ha per ogni aperto 


ocLi(T,x) 


0=Us,(e) 
S_(e)c 0 


ee E, r>0 


con S,(e) = {ve LE (T,x)| |v-e, LETI < r}, per provare la semicontinuità infe- 


riore di K è sufficiente provare che sono aperti gli insiemi 
15 (€) = {los u)|d(e, Klwu)) <r} , CEE, r> 0, 

e per questo è sufficiente la continuità deila funzione (wu) + d(e,K(w,u)). 
Lemma 7. Per ogni e€E la funzione 
A x C(T,X)3 (wu) + d(e,K(wsu)) 


è continua rispetto a u e misurabile rispetto a w. 


Si ha 
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d(e.K(wsu)) «I d(elt), G(w,t,u(t))dt. 
Infatti, se vEeK(w,u) si ha per quasi ogni tET 
d(elt), G(ut,u(t))) s |e(t)-v(t)] 


e quindi 


fateci), G(w,t,u(t)))dt sf le(t)-v(t)]dt, 
T T 


J d(elt), G(w,t,u(t)))dt < d(e.K(w,u)). 
T 


Per ogni we la funzione t+G(w,t,u(t)) è misurabile, per l'Osservazione al Lemma 
1. Ora segue da [2], Lemma III.39, Application,che esiste una funzione misurabile 
v tale che 

v(t) E G(w,t,u(t))cg(w,t)S, tera 


Iv(t)-elt)| = d(elt), G(w,t,u(t)), tet 


e questo prova la nostra formula. 


Poiché la funzione 
(w.t) > G(w.t,u(t)) 


è Y®L misurabile (Lemma 1) e d(-.G(w,t,u(t))) è continua e (w,t) + e(t) è misu- 


rabile, sempre dal Lemma 1 segue che è © 9 misurabile la funzione 


(w.t) # d(elt), G(w,t, ult)) 
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e quindi che è misurabile 1a funzione 


» + d(e,k(0,u)) = fate(t), Glo,t,u(t)))dt. 
T 


Proviamo che è continua la funzione 
C(T.,X) > u — d(e,K(w,u)). 
Siano Un: U € C(T,X) tali che 


Ju 7!» C(T.X)l_ > 0 


N>o0 


Si ha(h = distanza di Hausdorff) 
|d(e(t), G(w,t,u_(t)) - d(elt), G(w,t,u(t)))| < 


s h{G(w,t,u (1). G(w,t,u(t))} > 0 


N>o 


e inoltre 


Dunque riesce 


lim d(e,K(wsu)) = d(e,K(wu)) 


N>o 


e con questo il Lemma è provato. 
Ora possiamo applicare il Teorema 2.1 di [1], tenendo conto dell'0s- 


servazione 2.5, alla funzione 
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QxC(T,X)3 (wu) d(e,K(w,u)) 


e ottenere, per ogni fissato e>0, un compatto C, 5 tale che u(o\C_ Ri < e e che 


la funzione 


c_ e *C(TX) 3 (wu) 3 d(e,K(w,u)) 


9 


sia continua. 


Sia 
Nan > en E 


una numerazione di E. Allora esistono dei compatti Cc, ne ® tali che u(O\C_ al € e/o" 


9 
È 


G nKC(T.X) 3D(wu) > d(e_»K(w.u)) , nzl, 


E» 


è continua. Poniamo 


Allora si ha u(Q\C_) < e e le funzioni 
C_XC(T,X) 3 (wsu) Ad (e :K(wsu)) 


sono tutte continue. Per quanto osservato all'inizio della dimostrazione, di qui 


segue che la funzione 
C_ x C(T,X)> (wu) > K(w,u) 


è inferiormente semicontinua. Con questo la Proposizione 2 è dimsotrata. 


Proposizione 3. Se ca è come nella Proposizione 2, esiste una funzio- 
i 
i ne continua k tale che 


C_ x C(T.X)3(w,u) > Kk(0,u)EK(w,u). 
La Proposizione 3 segue dal Teorema 3 di [3]. 


Veniamo ora alla dimostrazione del Teorema. Poniamo per ogni 


wEC_, LET, ueC(T,X) 


Per il teorema di Lusin applicato a xl) (cfr. anche [1], Theor. 2.1), non è re 
strittivo supporre xl) continua su Co Allora f è continua su cx C(T,X); in- 
fatti si ha 


|f(w',u')-f(w,u),C(T,X)] « lx (w')-x (w)| + 


(o) 


+ [i(w',u') - k(0,u), LT,X)I 


e k è continua. Dalla Proposizione 1 segue 


t 
uev(u) cv (0) DaveLT,x): u(t) x) +f v(s)ds, 
(o) 


Iv(s)] s g(wss) @]u(t) - x(0)] s gol) 
k(w,u)(t)€ G(w.t,u(t)) 3 F(w.t,u(t)) Cc (t-q.d.) co F(w.t, V(w)(t)) 3 


f(w,u) EI(w,V(w)) CV(w) # 9 compatto, convesso. 
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Dal teorema di punto unito di Schauder segue 
(w) = {uEV(w)|f(w,u) - u = 0} #09, wEC_. 
Per la continuità di f(w.°), 6(w) è chiuso. Posto 
f (wu) = f(w,u) - u, 
dalla continuità di fi e dalla misurabilità di 
c? w-> V(w) #9 chiuso 
segue 
8 = vot (0) e 0 (C(T,X)) 
e di qui segue ({4], Theor. III.30) che esiste una funzione misurabile $ tale che 
CU s(1) €90) Vw) 


Sempre per il teorema di Lusin possiamo supporre (eventualmente diminuendo Cc.) d 


continua su Co Allora la funzione 
C3u x_(uwst) = d(w)(t) 
è continua per ogni t e 
t 
n (st) = (0) + f{ k(u,9(2)}(5)ds, 
(o) 


k(wsg(w))(s) € F(w,5,x_(ws5)) » S-q.d. 
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Poniamo 
v_(u) = K(ws9(u)) 
Per concludere determiniamo la successione di compatti Che 2 con 
uc) < È (ed) 

e le successioni di funzioni Va = Vi/n eXî fi e poniamo 


v_lu) se wecXU € 
at ; 9 k<n 
v(w) = a 


0 se wéU Ck $ 


2_“9AU £ 
P kat k 


Questo conclude la dimostrazione del Teorema. 


XIII-25. 
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